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Mở đầu

Các bài toán hình học nói chung và hình học phẳng nói riêng là chuyên mục

khó trong lĩnh vực toán phổ thông, nhưng lại có sức hấp dẫn kì lạ, bởi vì những

bài toán này không những trực giác về hình học mà còn đòi hỏi nhiều tư duy

sáng tạo.

Tọa độ tỷ cự trong hình học phẳng là đề tài lý thú, hấp dẫn nhiều chuyên

gia toán học, thầy cô dạy toán trong các trường cấp trung học phổ thông và học

sinh yêu toán. Tọa độ tâm tỷ cự thể hiện tọa độ của các điểm xác định nhờ một

hình cơ sở thông qua các đại lượng vectơ. Nó là cầu nối, thể hiện mối quan hệ

mật thiết giữa hình học và đại số. Nhờ có các công thức, các kết quả xây dựng

từ trước mà những tính toán và biến đổi hình học thông thường đã được mô

hình hóa thành một lớp các đại lượng và các quan hệ ràng buộc mang chất hình

học giữa chúng.

Ngoài một số dạng bài toán được nêu ra là tìm tọa độ tâm tỷ cự thỏa mãn

bộ số cho trước hoặc điều kiện nào đó, các bài tập về tâm tỷ cự liên quan đến

nhiều dạng bài toán của hình học như dựa vào tâm tỷ cự chứng minh các hệ

thức vectơ hình học, tìm cực trị độ dài vectơ, cực trị độ dài bình phương vô

hướng, tính phương tích với đường tròn. Bài toán về ứng dụng tâm tỷ cự cũng

xuất hiện nhiều trong bài toán khó trong đề thi học sinh giỏi, đề thi Olympic.

Các tài liệu về tọa độ tâm tỷ cự xuất hiện dưới nhiều tài liệu tổng hợp từ

các chuyên gia quốc tế, như của Z. Abel [5], M. Schindler and E. Chan [7], và

của V, Prasolov [6]. Ở trong nước, tạp trí Toán học Tuổi trẻ cũng dành các số

để đăng vấn đề toán học liên quan về tâm tỷ cự trong hình học phẳng [1]. Qua

đó, chúng ta có thể thấy sự thú vị và quan trọng của chủ đề này trong toán học

đối với giáo viên dạy phổ thông và học sinh phổ thông yêu thích hình học. Tìm

hiểu và học tập về tâm tỷ cự là cần thiết cho việc nâng cao kiến thức của giáo

viên trong công việc giảng dạy và bồi dưỡng cho học sinh ở các trường THPT.

Với mong muốn cung cấp thêm một tài liệu tổng hợp kiến thức về tâm tỷ cự,
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giúp cung cấp thêm một phương pháp hay và rất bổ ích để rèn luyện hình học

phẳng, chúng tôi chọn chủ đề “Tọa độ tỷ cự và một số ứng dụng hình học

phẳng” để làm đề tài luận văn cao học.

Ngoài phần mở đầu và kết luận, luận văn gồm 2 chương:

Chương 1. Các khái niệm cơ bản. Trong chương này, chúng tôi trình bày

mệnh đề về sự tồn tại duy nhất, khái niệm, ví dụ về tọa độ tâm tỷ cự của hệ

hai điểm, của hệ ba điểm, và hệ nhiều điểm. Sau đó chúng tôi trình bày một số

ví dụ chi tiết tìm tâm tỷ cự của các hệ điểm cùng các bài toán liên quan tâm tỷ

cự để hiểu rõ hơn và vận dụng khái niệm tâm tỷ cự cho các vấn đề ở Chương 2.

Chương 2. Một số ứng dụng của tọa độ tỷ cự trong hình học phẳng.

Chương 2 trình bày nhiều bài toán ứng dụng của tọa độ tỷ cự trong hình học

phẳng và hình không gian bao gồm các bài toán tìm tọa độ tâm tỷ cự thỏa mãn

bộ số cho trước hoặc điều kiện nào đó, dựa vào tâm tỷ cự chứng minh các hệ

thức vectơ hình học, tìm cực trị độ dài vectơ, tính phương tích với đường tròn,

cuối cùng một số bài toán liên quan bất đẳng thức Klamkin.

Luận văn được hoàn thành tại trường Đại học Khoa học, Đại học Thái

Nguyên. Lời đầu tiên tác giả xin được bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới thầy giáo

TS. Nguyễn Văn Ngọc. Thầy đã dành nhiều thời gian hướng dẫn cũng như giải

đáp các thắc mắc của tôi trong suốt quá trình làm luận văn. Tôi xin bày tỏ lòng

biết ơn sâu sắc tới thầy.

Tác giả xin chân thành cảm ơn toàn thể các thầy cô trong Khoa Toán - Tin,

trường Đại học Khoa học - Đại học Thái Nguyên đã tận tình hướng dẫn, truyền

đạt kiến thức trong suốt thời gian theo học, thực hiện và hoàn thành luận văn.

Cảm ơn sự giúp đỡ của bạn bè, người thân và các đồng nghiệp trong thời gian

làm luận văn.

Thái Nguyên, tháng 10 năm 2017

Người viết luận văn

Nguyễn Thị Trang
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Chương 1

Các khái niệm cơ bản

Trong chương này, đầu tiên chúng tôi trình bày mệnh đề về sự tồn tại duy

nhất, khái niệm, ví dụ về tọa độ tâm tỷ cự của hệ hai điểm, của hệ ba điểm, và

hệ nhiều điểm. Sau đó chúng tôi trình bày nhiều ví dụ chi tiết tìm tâm tỷ cự

của các hệ điểm cùng các bài toán liên quan tâm tỷ cự. Nội dung của Chương

được tham khảo từ các tài liệu [1, 2, 3].

1.1 Khái niệm về tâm tỷ cự

1.1.1 Tọa độ tâm tỷ cự của hệ hai điểm

Mệnh đề 1.1.1 ([3]). Cho hai điểm A,B và hai số thực x, y không đồng thời

bằng 0. Khi đó, tồn tại duy nhất điểm I sao cho

x
−→
IA+ y

−→
IB =

−→
0 . (1.1)

Chứng minh. Vì x
−→
IA+ y

−→
IB = (x+ y)

−→
IA+ y

−→
AB, nên:

1. Nếu x + y = 0 thì x
−→
IA + y

−→
IB = y

−→
AB 6= −→0 do y = −x 6= 0. Vậy không tồn

tại I sao cho x
−→
IA+ y

−→
IB =

−→
0 .

2. Nếu x+ y 6= 0 thì

x
−→
IA+ y

−→
IB =

−→
0 ⇔

−→
IA =

−y
x

−→
IB =

−y
x

(
−→
AB +

−→
IA).

Khi đó, ta có

−→
IA =

−y
x

−→
AB − y

x

−→
IA hay

−→
IA =

−y
x+ y

−→
AB. (1.2)

Vế phải của (1.2) là một vectơ hoàn toàn xác định, nên từ (1.2) suy ra tồn tại

duy nhất điểm I thỏa mãn (1.1). Mệnh đề được chứng minh.
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Định nghĩa 1.1.2 ([3]). Các số x, y (x + y 6= 0) được gọi là tọa độ tỷ cự của

điểm I và viết I(x, y) đối với hệ hai điểm A,B (đối với đoạn thẳng AB), nếu có

hệ thức (1.1).

Nhận xét 1.1.3. Khi x = y 6= 0 thì hệ thức x
−→
IA + y

−→
IB =

−→
0 trở thành

−→
IA+

−→
IB =

−→
0 hay I là trung điểm của đoạn thẳng AB. Khi x 6= 0 còn y = 0 thì hệ

thức x
−→
IA+ y

−→
IB =

−→
0 trở thành x

−→
IA =

−→
0 ⇔ I ≡ A.

Nhận xét 1.1.4. Nếu I(x, y) là tâm tỷ cự của đoạn thẳng AB thì với mọi điểm

M , ta có

x
−−→
MA+ y

−−→
MB = (x+ y)

−−→
MI. (1.3)

Thật vậy,

x
−→
IA+ y

−→
IB =

−→
0 ⇔ x(

−−→
IM +

−−→
MA) + y(

−−→
IM +

−−→
MB) =

−→
0 .

Từ đây dễ dàng suy ra hệ thức (1.3).

Nhận xét 1.1.5. Khái niệm tâm tỷ cự I(x, y) được coi là mở rộng của khái

niệm trung điểm của một đoạn thẳng AB vì I(1, 1) chính là trung điểm của đoạn

thẳng AB. Trong trường hợp này công thức (1.3) trở thành

−−→
MA+

−−→
MB = 2

−−→
MI. (1.4)

là công thức trung điểm quen thuộc trong hình học.

Mệnh đề 1.1.6 ([3]). Giả sử (x, y) và (x′, y′) là các tọa độ tỷ cự của cùng điểm

I đối với đoạn thẳng AB. Khi đó,

x′

x
=
y′

y
.

A

B

I

Hình 1.1: I là tâm tỷ cự của AB với bộ số (x, y) và (x′, y′).
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Chứng minh. Ta có

x
−→
IA+ y

−→
IB =

−→
0

⇔ −x
−→
AI + y(

−→
AB −

−→
AI) =

−→
0

⇔
−→
AI =

y

x+ y

−→
AB.

Như vậy I xác định duy nhất theo x, y. Giả sử x′
−→
IA + y′

−→
IB =

−→
0 . Tương tự, ta

có
−→
AI =

y′

x′ + y′
−→
AB. Từ đây suy ra,

y

y′
=

x+ y

x′ + y′
.

Từ đó

x′y + yy′ = xy′ + yy′

hay
x′

x
=
y′

y
.

1.1.2 Tọa độ tâm tỷ cự của hệ ba điểm

Mệnh đề 1.1.7 ([3]). Cho ba điểm A,B,C và ba số thực x, y, z thỏa mãn điều

kiện x+ y + z 6= 0. Khi đó, tồn tại duy nhất điểm I = I(x, y, z) sao cho

x
−→
IA+ y

−→
IB + z

−→
IC =

−→
0 . (1.5)

Chứng minh. Thật vậy,

x
−→
IA+ y

−→
IB + z

−→
IC =

−→
0 ⇔ x

−→
IA+ y(

−→
AB +

−→
IA) + z(

−→
AC +

−→
IA) =

−→
0 .

Suy ra,

−→
IA = − y

x+ y + z

−→
AB − z

x+ y + z

−→
AC. (1.6)

Vế phải của (1.6) là một vectơ hoàn toàn xác định, nên từ (1.6) suy ra tồn tại

duy nhất điểm I = I(x, y, z) thỏa mãn (1.6), tức là thỏa mãn yêu cầu mệnh

đề.

Định nghĩa 1.1.8 ([3]). Các số x, y, z (x + y + z 6= 0) được gọi là tọa độ tỷ cự

của điểm I và viết I(x, y, z) đối với hệ ba điểm A,B,C (đối với tam giác ABC

nếu A,B,C không thẳng hàng), nếu có hệ thức (1.5).
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Nhận xét 1.1.9. Nếu I(x, y, z) là tâm tỷ cự của hệ 3 điểm A,B,C thì với mọi

điểm M , ta có

x
−−→
MA+ y

−−→
MB + z

−−→
MC = (x+ y + z)

−−→
MI. (1.7)

Thật vậy,

x
−→
IA+ y

−→
IB + z

−→
IC =

−→
0 ⇔ x(

−−→
IM +

−−→
MA) + y(

−−→
IM +

−−→
MB) + z(

−−→
IM +

−−→
MC) =

−→
0 .

Từ đây dễ dàng suy ra hệ thức (1.8).

Nhận xét 1.1.10. Khái niệm tâm tỷ cự I(x, y, z) được coi là mở rộng của khái

niệm trọng tâm của tam giác ABC vì I(1, 1, 1) chính là trọng tâm G của tam

giác ABC. Trong trường hợp này công thức (1.4) trở thành

−−→
MA+

−−→
MB +

−−→
MC = 3

−−→
MG (1.8)

là công thức trọng tâm quen thuộc đối với tam giác.

Mệnh đề 1.1.11 ([3]). Giả sử (x, y, z) và (x′, y′, z′) là các tọa độ tỷ cự của cùng

điểm I đối với hệ ba điểm A,B,C. Khi đó,

x′

x
=
y′

y
=
z′

z
.

Chứng minh của mệnh đề này được tiến hành tương tự như đối với chứng

minh của Mệnh đề 1.1.6 và dựa trên hệ thức (1.6).

1.1.3 Tọa độ tâm tỷ cự đối với hệ nhiều điểm

Mệnh đề 1.1.12 ([3]). Cho n điểm A1, A2, . . . , An và n số thực k1, k2, . . . , kn

thỏa mãn điều kiện k1 + k2 + . . . + kn 6= 0. Khi đó, tồn tại duy nhất một điểm

I(k1, k2, . . . , kn), sao cho

k1
−−→
IA1 + k2

−−→
IA2 + . . .+ kn

−−→
IAn =

−→
0 . (1.9)

Chứng minh. Thật vậy,

k1
−−→
IA1 + k2

−−→
IA2 + . . .+ kn

−−→
IAn =

−→
0

⇔ k1
−−→
IA1 + k2(

−−→
IA1 +

−−−→
A1A2) + . . .+ kn(

−−→
IA1 +

−−−→
A1An) =

−→
0 .

Từ đây suy ra

−−→
IA1 = −

n∑
i=2

ki
k1 + k2 + . . .+ kn

−−−→
A1Ai. (1.10)

Hệ thức này cho thấy điểm I được xác định một cách duy nhất.


